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Â 1998 ãîäó Êàøåí (Cachin) ïðåäëîæèë òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííûé ïîäõîä
ê ñòåãàíîãðàôèè, â ðàìêàõ êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè, áûëà îïðåäåëåíà òàê íàçû-
âàåìàÿ ñîâåðøåííàÿ ñòåãîñèñòåìà, ó êîòîðîé ñîîáùåíèÿ, íåñóùèå è íå íåñóùèå
ñêðûòóþ èíôîðìàöèþ, ñòàòèñòè÷åñêè íåðàçëè÷èìû. Òàì æå áûëà îïèñàíà è
óíèâåðñàëüíàÿ ñòåãàíîãðàôè÷åñêàÿ ñèñòåìà, äëÿ êîòîðîé ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿ-
åòñÿ òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè, ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû ñîîáùåíèÿ, ïðè÷åì ñëîæ-
íîñòü êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ âîçðàñòàåò ýêñïîíåíöèàëüíî. (Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ñèñòåìà óíèâåðñàëüíà, åñëè îíà ïðèìåíèìà è â òîì ñëó÷àå, êîãäà âå-
ðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñîîáùåíèé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïåðåäà÷è
ñêðûòîé èíôîðìàöèè, èçâåñòíû íå ïîëíîñòüþ.)
Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ ñòåãàíîãðàôè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ó êî-
òîðîé ñîîáùåíèÿ, íåñóùèå è íå íåñóùèå ñêðûòóþ èíôîðìàöèþ, ñòàòèñòè÷åñêè
íåðàçëè÷èìû, è ïðè ýòîì ñêîðîñòü ïåðåäà÷è �ñêðûòîé� èíôîðìàöèè ïðèáëèæà-
åòñÿ ê ïðåäåëó � ýíòðîïèè Øåííîíà èñòî÷íèêà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ �âñòðàèâà-
íèÿ� ñêðûòîé èíôîðìàöèè.

§ 1. Ââåäåíèå
Ñòåãàíîãðàôè÷åñêèå ñèñòåìû ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ �ñêðû-

òîé� ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé, �ñïðÿòàííûõ� â îòêðûòî ïåðåäàâàåìûõ äàííûõ (òàêèõ
êàê ïèñüìà, öèôðîâûå ôîòîãðàôèè, ôèëüìû è ò.ï.). Äðóãèìè ñëîâàìè, öåëüþ ñòå-
ãàíîãðàôèè ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à çàùèùåííûõ îò íåñàíêöèîíèðîâàííîãî äîñòóïà (íà-
ïðèìåð, çàøèôðîâàííûõ) äàííûõ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñàì ôàêò ïåðåäà÷è îñòàåòñÿ
ñêðûòûì. Ýòî óñëîâèå ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñîîáùåíèÿ, íåñóùèå è
íå íåñóùèå ñêðûòóþ èíôîðìàöèþ, äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ îäíîìó è òîìó æå ðàñïðå-
äåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé, è ñëåäîâàòåëüíî, áûòü ñòàòèñòè÷åñêè íåðàçëè÷èìûìè [1].

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíèÿ ñòåãîñèñòåì çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé ñîîáùåíèé, â êîòîðûå �âñòðàèâàåòñÿ� ñêðûòàÿ èíôîðìàöèÿ, òî÷íî íå èçâåñòåí,
à â ñëó÷àå, êîãäà ýòè ñîîáùåíèÿ ñóòü öèôðîâûå ôîòîãðàôèè, ôèëüìû, ìóçûêàëüíûå
ïðîèçâåäåíèÿ, ýëåêòðîííûå ïèñüìà, SMS- è ICQ-ñîîáùåíèÿ è ò.ï., çàêîí ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, ïî-âèäèìîìó, è íå ìîæåò áûòü èçâåñòåí òî÷íî. Ïîýòîìó äîâîëüíî åñòåñòâåí-
íîé êàæåòñÿ ðàññìîòðåííàÿ â [1] çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ óíèâåðñàëüíûõ
ñòåãîñèñòåì, â êîòîðûõ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîîáùåíèé, â êîòîðûå
�âñòðàèâàåòñÿ� ñêðûòàÿ èíôîðìàöèÿ, íå èçâåñòåí, íî àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî ïîðîæ-
äàåìûå èñòî÷íèêîì ñèìâîëû îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è íåçàâèñèìû.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì. Ìû áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî äàí íåêîòîðûé èñòî÷íèê îòêðûòûõ ñîîáùåíèé µ, ïîðîæäàþùèé íåçàâè-
ñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé (íîìåð ïðîåêòà 06-07-89025).
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èç íåêîòîðîãî (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîãî) àëôàâèòà A. Åñòü äâà ó÷àñòíèêà � Àëè-
ñà è Áîá, è Àëèñà ñîáèðàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ýòîò èñòî÷íèê äëÿ ñêðûòîé ïåðåäà÷è
ñîîáùåíèé, ñîñòîÿùèõ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ èç àëôàâèòà B = {0, 1}, ïî-
ðîæäàåìûõ íåçàâèñèìî è ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Ýòîò èñòî÷íèê ìû îáîçíà÷èì
÷åðåç ω è â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü åãî èñòî÷íèêîì ñåêðåòíûõ ñîîáùåíèé. Òà-
êàÿ ìîäåëü èñòî÷íèêà ñåêðåòíûõ ñîîáùåíèé ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè îáùåïðèíÿòîé,
òàê êàê îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñåêðåòíûå ñîîáùåíèÿ óæå çàøèôðîâàíû Àëè-
ñîé ñ êëþ÷îì, èçâåñòíûì òîëüêî åé è Áîáó. Åñëè Àëèñà èñïîëüçóåò øèôð Âåðíàìà,
òî çàøèôðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç ðàâíîâåðîÿòíûõ è íåçàâèñèìûõ
ñèìâîëîâ; åñëè æå èñïîëüçóþòñÿ ñîâðåìåííûå áëîêîâûå èëè ïîòîêîâûå øèôðû ñ
ñåêðåòíûì êëþ÷îì, òî çàøèôðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîëæíà áûòü �ïîõîæà�
íà öåïî÷êó ðàâíîâåðîÿòíûõ è íåçàâèñèìûõ äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ. (�Ïîõîæåñòü� ìîæåò
îçíà÷àòü íåîòëè÷èìîñòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ èëè ïîäòâåðæäàòüñÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè äàííûìè, èìåþùèìèñÿ äëÿ âñåõ ñîâðåìåííûõ øèôðîâ;
ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, [2,3].) Êðîìå Àëèñû è Áîáà, åñòü åùå îäèí ó÷àñòíèê � Åâà,
êîòîðûé ÷èòàåò âñå ñîîáùåíèÿ, ïåðåäàâàåìûå îò Àëèñû ê Áîáó è ïûòàåòñÿ óñòàíî-
âèòü, íå ñîäåðæàò ëè ñîîáùåíèÿ êàêóþ-ëèáî ñêðûòóþ èíôîðìàöèþ. Çàìåòèì ñðàçó,
÷òî åñëè ñîîáùåíèÿ, ñîäåðæàùèå è íå ñîäåðæàùèå âñòðîåííóþ ñåêðåòíóþ èíôîð-
ìàöèþ, ïîä÷èíÿþòñÿ îäíîìó è òîìó æå çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, òî Åâà
(è íèêòî äðóãîé) íå ìîæåò ðàçëè÷àòü òàêèå ñîîáùåíèÿ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó
òàêèå ñèñòåìû â [1] íàçâàíû ñîâåðøåííûìè.

Äëÿ îïèñàííîé íàìè ìîäåëè â [1] ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ óíèâåðñàëüíîé ñòåãî-
ñèñòåìû, â êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ, ïîðîæäàåìàÿ èñòî÷íèêîì ñåêðåò-
íûõ ñîîáùåíèé, ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñëîâà (áëîêè) íåêîòîðîé äëèíû m, êàæäîìó èç
êîòîðûõ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííîå ñëîâî ôèêñèðîâàííîé äëèíû n(m) èç
àëôàâèòà A, òàê ÷òî ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëó÷àåìûõ ñèìâîëîâ ïîä÷èíÿåò-
ñÿ ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé, ïðèáëèæàþùåìóñÿ ê (íåèçâåñòíîìó) µ. (Íàïîìíèì,
÷òî ðàñïðåäåëåíèþ µ ïîä÷èíÿþòñÿ ñîîáùåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå ñêðûòîé ñåêðåòíîé
èíôîðìàöèè.) Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî, âî-ïåðâûõ, õîòÿ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
ñîîáùåíèé ñòåãîñèñòåìû ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ µ ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû ñîîáùå-
íèé n, ýòà ñõîäèìîñòü íå ðàâíîìåðíàÿ (îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ
ðàñïðåäåëåíèé µ ïðè ôèêñèðîâàííîì àëôàâèòå A), è âî-âòîðûõ, îáúåì ïàìÿòè êîäå-
ðà è äåêîäåðà äàííîé ñòåãîñèñòåìû âîçðàñòàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ïðè óâåëè÷åíèè n.
Ïî ýòèì äâóì ïðè÷èíàì ñòåãîñèñòåìà èç [1] ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íå ïðèìåíèìîé.
Â ðàáîòàõ [4, 5] ïîäõîä è ðåçóëüòàòû Êàøåíà [1] èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ è
àíàëèçà ñòåãîñèñòåì, êîòîðûå â òîì èëè èíîì ñìûñëå áëèçêè ê ñîâåðøåííûì, íî íå
ñîâåðøåííû.

Â äàííîé ñòàòüå âïåðâûå ïðåäëàãàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ óíèâåðñàëüíîé ñòåãîñèñòå-
ìû, ëèøåííàÿ íåäîñòàòêîâ ìåòîäà èç [1]: ó íåå ñîîáùåíèÿ, íåñóùèå è íå íåñóùèå
ñêðûòóþ èíôîðìàöèþ, ñòàòèñòè÷åñêè íåðàçëè÷èìû ïðè ëþáîé äëèíå ñîîáùåíèÿ,
ò.å. îíà ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü ïåðåäà÷è ñêðû-
òîé èíôîðìàöèè îãðàíè÷åíà ïðåäåëüíîé âåëè÷èíîé � ýíòðîïèåé Øåííîíà èñòî÷íè-
êà µ, è íàéäåíû êîíñòðóêöèè ñòåãîñèñòåì, ãäå ýòà ñêîðîñòü ïðèáëèæàåòñÿ ê ïðåäåëó.
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëàãàåòñÿ ïðîñòîé àëãîðèòì êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ,
ñëîæíîñòü êîòîðîãî ðàñòåò ïîëèíîìèàëüíî ïðè ñòðåìëåíèè ñêîðîñòè ïåðåäà÷è ñïðÿ-
òàííîé èíôîðìàöèè ê åå ïðåäåëó � ýíòðîïèè Øåííîíà.

§ 2. Ïðîñòåéøàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ñòåãîñèñòåìà

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáúÿñíèòü îñíîâíóþ èäåþ ïðåäëàãàåìîé êîíñòðóêöèè, ìû íà÷-
íåì îïèñàíèå ñèñòåìû ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ, êîãäà íå òîëüêî èñòî÷íèê ñåêðåòíûõ
ñèìâîëîâ ω äâîè÷íûé, íî è èñòî÷íèê îòêðûòûõ ñîîáùåíèé µ ïîðîæäàåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñèìâîëîâ èç äâîè÷íîãî àëôàâèòàA = {a, b}. Ïóñòü òðåáóåòñÿ
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ïåðåäàâàòü (ñåêðåòíóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ y∗ = y1y2y3 . . . , ïîðîæäàåìóþ
èñòî÷íèêîì íåçàâèñèìûõ è ðàâíîâåðîÿòíûõ äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ ω, è ïóñòü èìååòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ x∗ = x1x2x3 . . . , ïîðîæäåííàÿ µ. Íàïðèìåð, ïóñòü

y∗ = 0110 . . . , x∗ = aababaaaabbaaaaabb . . . (1)

Ïðè êîäèðîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x∗ è y∗ ïðåîáðàçóþòñÿ â íîâóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü X , ïåðåäàâàåìóþ Áîáó, òàêóþ ÷òî, âî-ïåðâûõ, ïî X Áîá ìîæåò îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâèòü (ñåêðåòíóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y∗, è âî-âòîðûõ, ðàñïðåäåëåíèå âåðî-
ÿòíîñòåé ñèìâîëîâ âX òàêîå æå, êàê è â x∗. (Äðóãèìè ñëîâàìè,X è x∗ ñòàòèñòè÷åñêè
íåðàçëè÷èìû.) Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X ïî x∗ è y∗ ìû ðàçîáüåì
íà ýòàïû. Ñíà÷àëà ðàçäåëèì âñå ñèìâîëû X∗ íà ïàðû, è äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì
âñå âîçìîæíûå ïàðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

aa = u, bb = u, ab = v0, ba = v1.

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x∗ = aa ba ba aa ab ba aa aa bb . . .= uv1v1uv0v1uuu . . .

(ïðîáåëû ïîñòàâëåíû òîëüêî äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ). Çàòåì ñôîðìèðóåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü X ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñå ïàðû áóêâ, ñîîòâåòñòâóþùèå u, îñòàâèì áåç
èçìåíåíèÿ, à ïàðû, ñîîòâåòñòâóþùèå vk, çàìåíèì ïîñëåäîâàòåëüíî íà ïàðû áóêâ,
ñîîòâåòñòâóþùèå vy1vy2vy3 . . . Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå (1) ìû ïîëó÷èì ñëåäó-
þùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X :

X = aa ab ba aa ba ab aa aa bb . . .

Äåêîäèðîâàíèå î÷åâèäíî: Áîá ðàçáèâàåò ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâî-
ëîâ X íà ïàðû è çàìåíÿåò ïàðû ab è ba íà 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî, à îñòàëüíûå ïàðû
ñèìâîëîâ ïðîñòî ïðîïóñêàåò.

Ñâîéñòâà îïèñàííîãî ìåòîäà, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç St2, õàðàêòåðèçóåò
ñëåäóþùèé ïî÷òè î÷åâèäíûé ôàêò.

Ó ò â å ðæä å í è å. Ïóñòü äàí èñòî÷íèê µ, ïîðîæäàþùèé íåçàâèñèìûå è îäè-
íàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ èç àëôàâèòà
A = {a, b}, è ïóñòü ýòîò èñòî÷íèê èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñêðûòîé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé,
ñîñòîÿùèõ èç íåçàâèñèìûõ è ðàâíîâåðîÿòíûõ äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ, ïî îïèñàííîìó
ìåòîäó St2.

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîîáùåíèé, ïîëó÷àåìûõ íà âûõîäå ñòåãîñè-
ñòåìû, òî æå, ÷òî è ó èñòî÷íèêà µ.

Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü âïîëíå î÷åâèäíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ,
òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðèâîäèìîé íèæå òåîðåìû 1.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî áëèçêàÿ êîíñòðóêöèÿ áûëà èñïîëüçîâàíà ôîí Íåéìàíîì
ïðè ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíîâåðîÿòíûõ äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ (ñì. [6,7]).
Åãî ìåòîä, êàê è îïèñàííàÿ ñòåãîñèñòåìà, áàçèðîâàëñÿ íà òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòè ïî-
ÿâëåíèÿ ïàð ñèìâîëîâ ab è ba ðàâíû.

Îïèñàííóþ âûøå êîíñòðóêöèþ ëåãêî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî àëôàâè-
òà A. Äåéñòâèòåëüíî, çàäàäèì íà ìíîæåñòâå âñåõ áóêâ A êàêîé-ëèáî ïîðÿäîê. (Çäåñü
ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî A ìîæåò ñîñòîÿòü èç ãðàôè÷åñêèõ ôàéëîâ èëè ôîòîãðàôèé, íî
â ëþáîì ñëó÷àå âñå ýòè è ïîäîáíûå îáúåêòû ïðåäñòàâëåíû â ñèñòåìàõ ïåðåäà÷è
èíôîðìàöèè â âèäå äâîè÷íûõ ñëîâ è ìîãóò áûòü óïîðÿäî÷åíû, ñêàæåì, ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêè.) Êàê è ðàíåå, äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåäàòü (ñåêðåòíóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñèìâîëîâ y∗ = y1y2y3 . . . , ïîðîæäàåìóþ èñòî÷íèêîì íåçàâèñèìûõ è ðàâíîâåðîÿòíûõ
äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ ω, èìåþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ x∗ = x1x2x3 . . . ,
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ïîðîæäåííàÿ èñòî÷íèêîì íåçàâèñèìûõ ñèìâîëîâ µ, xi ∈ A, ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè
äëèíû 2. Åñëè áëîê x2i−1x2i ñîñòîèò èç îäèíàêîâûõ áóêâ, òî îí íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
êîäèðîâàíèÿ è ïåðåäàåòñÿ áåç èçìåíåíèé; åñëè æå áëîê x2i−1x2i ñîñòîèò èç ðàçíûõ
áóêâ, ñêàæåì, α è β, òî îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîäèðîâàíèÿ î÷åðåäíîãî ñèìâîëà, êî-
òîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç yk. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî α < β
ïðè çàäàííîì óïîðÿäî÷èâàíèè; òîãäà â ïåðåäàâàåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âêëþ÷à-
åòñÿ ñëîâî αβ, åñëè yk = 0, è ñëîâî βα, åñëè yk = 1. Äåêîäèðîâàíèå î÷åâèäíî: åñëè
ïàðà ñèìâîëîâ X2i−1X2i â çàêîäèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîèò èç îäèíàêî-
âûõ áóêâ, òî îíà íå êîäèðóåò ñèìâîë èç y∗ = y1y2y3 . . . Åñëè æå X2i−1X2i ðàçëè÷íû
è X2i−1 < X2i (ïðè çàäàííîì óïîðÿäî÷èâàíèè), òî î÷åðåäíîé ñêðûòî ïåðåäàâàåìûé
ñèìâîë yk ðàâåí 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå yk = 1. Îáîçíà÷èì îïèñàííóþ ñòåãîñèñòåìó
÷åðåç St2(A).

Ò å î ð åì à 1. Ïóñòü äàí èñòî÷íèê µ, ïîðîæäàþùèé íåçàâèñèìûå è îäèíàêî-
âî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî àë-
ôàâèòà A, è ïóñòü ýòîò èñòî÷íèê èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñêðûòîé ïåðåäà÷è ñîîáùå-
íèé, ñîñòîÿùèõ èç íåçàâèñèìûõ è ðàâíîâåðîÿòíûõ äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ ñ ïîìî-
ùüþ ñòåãîñèñòåìû St2(A). Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîîáùåíèé, ïîëó-
÷àåìûõ íà âûõîäå ñòåãîñèñòåìû, òî æå, ÷òî è ó èñòî÷íèêà µ, à ñðåäíåå êîëè÷å-
ñòâî ïåðåäàâàåìûõ áóêâ, ïðèõîäÿùèõñÿ íà îäèí ñåêðåòíî ïåðåäàâàåìûé áèò, ðàâíî

2/
(
1 −

∑
a∈A

µ(a)2
)
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå α, β ∈ A è i è ïîêàæåì, ÷òî

P (X2i−1X2i = αβ) = µ(αβ).

Åñëè α = β, òî P (X2i−1X2i) = P (x2i−1x2i), ò.å. âåðîÿòíîñòè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ñîäåðæàùåé ñêðûòóþ èíôîðìàöèþ, è â èñõîäíîé ñîâïàäàþò. Ïóñòü òåïåðü α < β.
Òîãäà

P (X2i−1X2i = αβ) = P (yk = 0)P (x2ix2i+1 = αβ) + P (yk = 0)P (x2ix2i+1 = βα) =
= 1/2µ(α)µ(β) + 1/2µ(β)µ(α) = µ(α)µ(β).

Ñëó÷àé β > α ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìûì
âû÷èñëåíèåì âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â áëîêå îáå áóêâû îäèíàêîâû. �

Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå, êîãäà îòêðûòî ïåðåäàâàåìûå ñèìâîëû èç A ÿâëÿþòñÿ,
íàïðèìåð, ãðàôè÷åñêèìè ôàéëàìè è êàæäûé ôàéë ïðàêòè÷åñêè óíèêàëåí, àëôà-
âèò A îãðîìåí, òàê ÷òî ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ïåðåäàâàåìûõ áóêâ (ãðàôè÷åñêèõ ôàé-
ëîâ), ïðèõîäÿùèõñÿ íà îäèí ñåêðåòíî ïåðåäàâàåìûé áèò, ïðèìåðíî ðàâíî äâóì.

§ 3. Îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ óíèâåðñàëüíîé ñòåãîñèñòåìû

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ îáùåãî ìåòîäà. Ïóñòü, êàê è ðàíåå, òðåáóåòñÿ ïåðåäàâàòü
(ñåêðåòíóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ y∗ = y1y2y3 . . . , ïîðîæäàåìóþ èñòî÷íè-
êîì íåçàâèñèìûõ è ðàâíîâåðîÿòíûõ äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ ω, è ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ x∗ = x1x2x3 . . . , ïîðîæäåííàÿ èñòî÷íèêîì íåçàâèñèìûõ ñèì-
âîëîâ µ, ãäå êàæäûé ñèìâîë xi ïðèíàäëåæèò àëôàâèòó A. Â ïðåäëàãàåìîé ñòåãîñè-
ñòåìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x∗ ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè äëèíû n, ãäå n > 1 � ïàðàìåòð
ìåòîäà.

Êàæäûé áëîê èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîäèðîâàíèÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà ñèìâîëîâ èç y∗

(íàïðèìåð, â ðàíåå îïèñàííîé ñòåãîñèñòåìå St2(A) êàæäûé áëîê èç äâóõ ñèìâîëîâ
êîäèðîâàë ëèáî îäíó áóêâó èç y∗, ëèáî íîëü áóêâ). Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå âîç-
íèêàåò îäíà îñîáåííîñòü, íå âñòðå÷àâøàÿñÿ â ñëó÷àå äâóõáóêâåííîãî áëîêà. Òî÷íåå,
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âîçíèêàåò çàäà÷à ñîãëàñîâàíèÿ âåðîÿòíîñòåé áëîêîâ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x∗ è y∗.
Äåëî â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòè ñëîâ, ïîðîæäàåìûõ èñòî÷íèêîì ñåêðåòíûõ ñèìâîëîâ,
êðàòíû ñòåïåíè ÷èñëà 2, òîãäà êàê êîëè÷åñòâî ðàâíîâåðîÿòíûõ áëîêîâ ìîæåò íå
óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó óñëîâèþ.

Ïåðåéäåì ê òî÷íîìó îïèñàíèþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u ïåðâûå n áóêâ èç ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè x∗: u = x1 . . . xn, è ïóñòü νu(a) � êîëè÷åñòâî áóêâ a â ñëîâå u. Ïî îïðåäåëå-
íèþ ìíîæåñòâî Su ñîñòîèò èç âñåõ ñëîâ äëèíû n, ó êîòîðûõ ÷àñòîòà âñòðå÷àåìîñòè
êàæäîé áóêâû èç àëôàâèòà A òà æå, ÷òî è â ñëîâå u, ò.å. Su ñîñòîèò èç ñëîâ ÷àñòîòíî-
ãî êëàññà ñëîâà u. (Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîÿñíèòü ñìûñë ðàññìîòðåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà,
çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòè âñåõ åãî ýëåìåíòîâ ðàâíû, òàê êàê µ � èñòî÷íèê íåçàâèñè-
ìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.) Ïóñòü íà ìíîæåñòâå ñëîâ Su

çàäàí êàêîé-ëèáî ïîðÿäîê (ñêàæåì, ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé), èçâåñòíûé Àëèñå è Áîáó,
è ïóñòü Su = {s0, s1, . . . , s|Su|−1} ïðè ýòîì óïîðÿäî÷èâàíèè.

Îáîçíà÷èì m = �log2|Su|�, ãäå �y� � íàèáîëüøåå öåëîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå y. Ðàñ-
ñìîòðèì äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà |Su|:

|Su| = (αm, αm−1, . . . , α0),

ïðè÷åì αm = 1, αj ∈ {0, 1}, m > j � 0. Äðóãèìè ñëîâàìè,

|Su| = αm2m + αm−12m−1 + αm−22m−2 + . . .+ α0, αm = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ(u) íîìåð ñëîâà u (ïðè çàäàííîì íà Su ïîðÿäêå), è ïóñòü (λm,
λm−1, . . . , λ0) � äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà δ(u). Ïóñòü j(u) � íàèáîëüøåå èç ÷è-
ñåë, òàêèõ ÷òî αj 	= λj . Àëèñà, îïðåäåëèâ j(u), ñ÷èòûâàåò j(u) áóêâ èç ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñêðûòíî ïåðåäàâàåìûõ ñèìâîëîâ y∗, è ïóñòü ýòè ñèìâîëû, ðàññìàòðèâàåìûå
êàê ÷èñëî â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, ðàâíû τ . Àëèñà íàõîäèò â ìíîæåñòâå Su

ñëîâî v, íîìåð êîòîðîãî â Su ðàâåí
∑

j(u)<s�m

αs2s + τ , è ïåðåäàåò ñëîâî v Áîáó (èëè,

äðóãèìè ñëîâàìè, v ïîìåùàåòñÿ â âûõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîäåðà).

Ïðè äåêîäèðîâàíèè Áîá, ïîëó÷èâ ñëîâî v, îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî Sv (ñîâïàäàþ-
ùåå ñ Su), íàõîäèò òàê æå, êàê ïðè êîäèðîâàíèè, j(v) (äëÿ u è v îíè ñîâïàäàþò:
j(u) = j(v)) è τ , à çàòåì ïî τ îïðåäåëÿåò j(v) çàêîäèðîâàííûõ ñèìâîëîâ. Âñå ïîñëå-
äóþùèå n-áóêâåííûå ñëîâà êîäèðóþòñÿ Àëèñîé è äåêîäèðóþòñÿ Áîáîì àíàëîãè÷íî.
Îáîçíà÷èì ýòó ñèñòåìó ÷åðåç Stn(A).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé âñå ýòàïû âû÷èñëåíèé. ÏóñòüA = {a, b, c},
n = 3, u = bac. Òîãäà Su = {abc, acb, bac, bca, cab, cba}, |Su| = 6, m = 2, α2 = 1, α1 = 1,
α0 = 0, δ(u) = 2, λ2λ1λ0 = 010, j(u) = 2. Âû÷èñëèâ ýòè çíà÷åíèÿ, Àëèñà ñ÷èòûâà-
åò j(u) (= 2) ñåêðåòíî ïåðåäàâàåìûõ ñèìâîëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y∗. Ïóñòü äëÿ
îïðåäåëåííîñòè ýòè ñèìâîëû ðàâíû 11. Ïîñëå ýòîãî Àëèñà íàõîäèò j(v) = 2 è íîìåð
ñëîâà v â Sv (= Su), â äàííîì ñëó÷àå ðàâíûé

∑
2<s�2

αs2s +τ = 0+3 = 3. Ñîîòâåòñòâó-

þùèì åìó ñëîâîì ÿâëÿåòñÿ v = bca. Áîá, ïîëó÷èâ ýòî ñëîâî, îïðåäåëÿåò ïî íåìó Sv

(= Su), τ = 3, à ïî çíà÷åíèþ τ � ïåðåäàííûå ñåêðåòíûå ñèìâîëû 11.

Ò å î ð åì à 2. Ïóñòü äàí èñòî÷íèê µ, ïîðîæäàþùèé íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî àëôà-
âèòà A, è ïóñòü ýòîò èñòî÷íèê èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñêðûòîé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé,
ñîñòîÿùèõ èç íåçàâèñèìûõ è ðàâíîâåðîÿòíûõ äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ, ïî îïèñàííîìó
âûøå ìåòîäó Stn(A) ïðè äëèíå áëîêà n, n � 2. Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ:

(i) Ñîîáùåíèÿ, ïîëó÷àåìûå íà âûõîäå ñòåãîñèñòåìû, ïîä÷èíÿþòñÿ ðàñïðåäåëå-
íèþ µ (ò.å. ðàñïðåäåëåíèÿ âõîäíîé è âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîäåðà
îäèíàêîâûå, è ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ñîâåðøåííà);
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(ii) Ñðåäíåå ÷èñëî Ln ñêðûòûõ ñèìâîëîâ íà áóêâó èñòî÷íèêà óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó

Ln � 1
n

( ∑
u∈An

µ(u) log
n!∏

a∈A

νu(a)!
− 2

)
, (2)

ãäå µ(u) � âåðîÿòíîñòü ïîðîæäåíèÿ ñëîâà u èñòî÷íèêîì µ, à νu(a) � êîëè÷å-
ñòâî áóêâ a â ñëîâå u.

(iii) Åñëè àëôàâèò A êîíå÷åí è äëèíà áëîêà n ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òî
ñðåäíåå ÷èñëî Ln ñêðûòûõ ñèìâîëîâ íà áóêâó ñòðåìèòñÿ ê ýíòðîïèè Øåííîíà
èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé h(µ) = −

∑
a∈A

µ(a) logµ(a).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (i) òåîðåìû äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî n-áóêâåííîãî ñëîâà u èç âõîäíîé (èñõîäíîé) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ â êîäèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëþáîãî ñëîâà
v ∈ Su ðàâíà 1/|Su|. Äîêàçàòåëüñòâî, êàê è ðàíåå, îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè ôîðìó-
ëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Êàê âèäíî èç îïèñàíèÿ, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñêðûòíî ïåðåäàâàåìûõ ñèìâîëîâ áóäåò ñ÷èòàíî j, j = 0, . . . ,m, ðàâíà
2j/|Su|, åñëè αj = 1 (òàê êàê íîìåð ñëîâà u â Su äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó∑
j(u)<s�m

αs2s � δ(u) <
∑

j(u)�s�m

αs2s). Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè u è v � ïåðâûå

ñëîâà â èñõîäíîé è çàêîäèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Òîãäà

P (X1 . . . Xn = v) = P
(
u ∈ Sv è j(v) = j(u)

)
2−j(v).

Çäåñü ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü ðàâåí âåðîÿòíîñòè ñ÷èòàòü èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåê-
ðåòíî ïåðåäàâàåìûõ ñèìâîëîâ y∗ äâîè÷íîå ñëîâî äëèííû j(v), êîäèðóþùåå v. Èç
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

P (X1 . . . Xn = v) = P (u ∈ Sv)P
(
j(v) = j(u) |u ∈ Sv

)
2−j(v) =

= |Sv|µ(u)
(
2j(v)/|Sv|

)
2−j(v) = µ(u).

Òàê êàê u è v ïðèíàäëåæàò îäíîìó ÷àñòîòíîìó êëàññó, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà
âèäíî, ÷òî P (X1 . . . Xn = v) = µ(v).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (ii) îïðåäåëèì âåëè÷èíó φ = 2m/|Su| è îáîçíà-
÷èì ÷åðåç L(Su) ñðåäíåå ÷èñëî ñêðûòíî ïåðåäàâàåìûõ ñèìâîëîâ, ïðèõîäÿùèõñÿ íà
îäíî ñëîâî èç Su:

L(Su) =
1

|Su|

m∑
i=0

αii2i.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

L(Su) =
1

|Su|

m∑
i=0

αii2i =
1

|Su|

(
m

m∑
i=0

αi2i −
m∑

i=0

αi2i(m− i)

)
=

= m−
(

2m
m∑

k=0

kαm−k2−k

)
> m− 2m+1/|Su| = m− 2/φ =

= log |Su| − logφ− 2/φ.

Ìîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìûì íàõîæäåíèåì ìàêñèìóìà, ÷òî log φ+2/φ � 2 ïðè φ ∈ [1, 2].

Èç ýòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî L(Su) > log |Su| − 2. Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà |Su| = n!∏
a∈A

νu(a)!
ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå (ii) òåîðåìû.
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Óòâåðæäåíèå (iii) ñëåäóåò èç øèðîêî èçâåñòíîãî â òåîðèè èíôîðìàöèè ôàêòà î
òîì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê åäèíèöå, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî h(µ)−δ <
< log |Su|/n < h(µ) + δ ïðè ëþáîì δ > 0 (ñì., íàïðèìåð, [8, 9]). �

Âî ìíîãèõ ðåàëüíûõ ñòåãîñèñòåìàõ àëôàâèò A îãðîìåí (ñêàæåì, ñîñòîèò èç âñåõ
âîçìîæíûõ öèôðîâûõ ôîòîãðàôèé çàäàííîãî ôîðìàòà èëè âñåõ âîçìîæíûõ ýëåê-
òðîííûõ ïèñåì). Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå Ln

ïðè ôèêñèðîâàííîì n è |A| → ∞. Äëÿ òî÷íîãî ðàññìîòðåíèÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ìû áó-
äåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ìèíèìóì-ýíòðîïèè (minimum entropy èëè minentropy),
êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

H∞(µ) = min
a∈A

{− logµ(a)}. (3)

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû, äëèíà áëîêà n êîíå÷íà è êîëè-
÷åñòâî áóêâ â àëôàâèòå A ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàê, ÷òî H∞(µ) → ∞, òî
âåëè÷èíà Ln óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

log(n!)/n � Ln � (log(n!) − 2)/n,

÷òî ïðè áîëüøèõ n ýêâèâàëåíòíî àñèìïòîòè÷åñêîìó ðàâåíñòâó

Ln = logn(1 + o(n)).

Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî âûâîäèòñÿ èç òîãî, ÷òî ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê èç n ðàçëè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî n! è óòâåðæäåíèÿ (ii) òåîðåìû 2.

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü êðàòêî íà îöåíêå ñëîæíîñòè ñòåãîñèñòåìû Stn(A). Õðàíåíèå
âñåõ ñëîâ èç ìíîæåñòâà Su ïîòðåáîâàëî áû ïîðÿäêà 2n log |A| áèò ïàìÿòè, ÷òî, êîíå÷-
íî, ïðàêòè÷åñêè íåðåàëèçóåìî ïðè áîëüøèõ n. Â [10] ïðåäëîæåí àëãîðèòì áûñòðîé
íóìåðàöèè, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàõîäèòü íîìåð áëîêà ëþáîãî ñëîâà u â ìíîæåñòâå Su

ïðè êîäèðîâàíèè è ïðîâîäèòü îáðàòíóþ îïåðàöèþ ïðè äåêîäèðîâàíèè, çàòðà÷èâàÿ
O(logconst n) îïåðàöèé íà ñèìâîë ïðè îáúåìå ïàìÿòè O(n log3 n) áèò.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îñíîâíàÿ èäåÿ, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè ïîñòðîåíèè ñòåãîñèñòå-
ìû Stn(A), ïðèìåíèìà è ê áîëåå îáùèì èñòî÷íèêàì îòêðûòûõ ñîîáùåíèé, ÷åì èñòî÷-
íèêè, ïîðîæäàþùèå íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñîîáùåíèÿ. Â ñàìîì
äåëå, åäèíñòâåííîå ñâîéñòâî òàêèõ èñòî÷íèêîâ, êîòîðîå ìû èñïîëüçîâàëè, çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî âñå áëîêè ñîîáùåíèé, ïîëó÷åííûå äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâêàìè,
èìåþò îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü. Åñëè èñòî÷íèê îòêðûòûõ ñîîáùåíèé îáëàäàåò òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî íà êàêîì-òî øàãå íåêîòîðûå ñîîáùåíèÿ èìåþò îäèíàêîâóþ (óñëîâ-
íóþ) âåðîÿòíîñòü, òî â ñëó÷àå ãåíåðàöèè èñòî÷íèêîì îäíîãî èç ýòèõ ñîîáùåíèé,
çàìåíÿÿ åãî ïðè íåîáõîäèìîñòè íà îäíî èç ðàâíîâåðîÿòíûõ, ìîæíî ïåðåäàòü ñåê-
ðåòíóþ èíôîðìàöèþ. Ñîîáùåíèÿ, íå ïðèíàäëåæàùèå íè îäíîé ãðóïïå ðàâíîâåðî-
ÿòíûõ ñîîáùåíèé, äëÿ êîäèðîâàíèÿ ñåêðåòíîé èíôîðìàöèè íå èñïîëüçóþòñÿ. Èñ-
òî÷íèêè, ïîðîæäàþùèå íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñîîáùåíèÿ, � âñåãî
ëèøü îäèí ïðîñòîé è ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ òàêîãî ðîäà.

Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Ã.À. Êàáàòÿíñêîìó, ïðåäëîæèâøå-
ìó ñóùåñòâåííîå óïðîùåíèå îïèñàííîãî â ñòàòüå ìåòîäà è ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî
îöåíêè â òåîðåìå 2.
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